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Stochastischer Zugang zur Entstehung von Antibiotikaresistenzen
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Antibiotikaresistenzen sind ein fiir Schiiler/innen attraktives und zugleich hochbrisantes Thema. lhre Entstehung lasst sich
gut mathematisch modellieren und es konnen Computersimulationen sowie biologische Experimente durchgefiihrt werden.
Das hier beschriebene facheriibergreifende Unterrichtsprojekt fiir die Oberstufe mochte Interesse und Verstandnis fiir die
Mathematik und insbesondere die Stochastik wecken und die Schiiler/innen mit interdisziplinaren Denkweisen in den Na-

turwissenschaften vertraut machen.

1 Motivation

Mathematik und Biologie sind eng miteinander verkniipft und
profitieren gleichermaBen voneinander. CoHEN (2004) formu-
liert das mit dem Titel einer seiner Arbeiten wie folgt: ,,Mathe-
matics is biology’s next microscope, only better; biology is
mathematics‘ next physics, only better“. Bereits in der Schul-
zeit sollten erste Verbindungen zwischen der Mathematik und
der Biologie hergestellt werden, damit Schiler/innen auf die
Herausforderungen interdisziplinarer Arbeit vorbereitet wer-
den. Es ist jedoch nicht selten, dass Schiiler/innen kontrar
dazu Biologie als Naturwissenschaft wahlen, um der eher unbe-
liebten Mathematik aus dem Weg zu gehen (SorGo, 2010). Eine
nachhaltige Motivation zur Beschaftigung mit Mathematik ist
eine besonders wichtige und nicht einfache Aufgabe des Schul-
unterrichts. Ohne Zweifel kann eine anwendungsorientierte
Gestaltung bestimmter Teile des Mathematikunterrichts hier
einen positiven Beitrag leisten. Kiinstliche Anwendungsbeziige
fuhren eher selten zu einem verstarkten Interesse an der
Beschaftigung mit Mathematik.

Mit dem vorgestellten Projekt wird eine reale, interessante und
durchaus komplexe biologische Thematik vorgestellt, an der
Mathematik erarbeitet werden kann und bei der durch die
Modellierung von naturwissenschaftlichen Sachverhalten struk-
turelle Aspekte der Mathematik sichtbar werden. Die gewahlte
Thematik der Entstehung von Antibiotikaresistenzen spricht
besonders vielfaltige Aspekte der Mathematik, aber auch der
Biologie an und zeigt die Notwendigkeit wie auch die Attrakti-
vitat interdisziplinarer Arbeit auf. Sie ist aus mehreren Griin-
den ideal:

1. Antibiotikaresistenzen sind ein fir Schuler/innen
attraktives biologisches Thema mit hochbrisanten
medizinischen und gesellschaftlichen Aspekten,
die darlber hinaus die Bedeutung der Evolution als
allgegenwartigen Prozess verdeutlichen.

2. Die der Entstehung von Antibiotika-Resistenzen
unterliegenden Mechanismen konnen mathematisch
relativ gut beschrieben werden, erfordern wegen ihrer
Komplexitat aber eine vertiefte Beschaftigung mit den
biologischen und den mathematischen Aspekten sowie
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einen interdisziplinaren Ansatz. Insbesondere konnen
Theorie, Experimente und Modellierung gut miteinander
verbunden werden.

3. In besonderem MaBe konnen Sachverhalte der
Stochastik adressiert und illustriert werden, denn
nahezu alle Aspekte der elementaren Stochastik werden
von der gewahlten Thematik berthrt. Dadurch kann eine
Verbesserung des Verstandnisses fir die teils unbeliebte,
aber in vielen Studienfachern sehr relevante Stochastik
unterstiitzt werden.

Das facheribergreifende Projekt bietet vielfaltige Moglichkei-
ten fur eine individuelle Gestaltung der Unterrichtseinheiten.
Die nachfolgenden Abschnitte konnen dabei als Module verstan-
den werden, die bis auf das Kernmodul 3.2 optional ausgewahlt
werden konnen. Die Module selbst sind ebenso flexibel zu
gestalten und konnen beliebig vertieft werden. Einige Hinweise
dazu finden sich in den Modulabschnitten selbst sowie im Aus-
blick.

2 Biologische Grundlagen

Viele Antibiotika mit bakteriostatischer Wirkung (Hemmung der
Zellteilung) inhibieren die Proteinbiosynthese (Translation).
Bei der Translation wird die genetische Information der mRNA
an den Ribosomen in die kodierte Aminosauren-Sequenz uber-
setzt. Grundsatzlich ahneln sich diese Vorgange bei Bakterien
(Prokaryonten) und Zellkern-haltigen Organismen (Eukaryon-
ten). Die bestehenden molekularen Unterschiede ermdglichen
den Einsatz von Antibiotika, die nur die prokaryonte Translation
inhibieren, aber nicht die Translation im eukaryonten Wirtsor-
ganismus. Ribosomen bestehen aus einer groBen und einer klei-
nen Untereinheit, die ihrerseits aus ribosomaler RNA (rRNA)
und aus ribosomalen Proteinen bestehen. Die fir die Specti-
nomycin-Resistenz relevante kleine ribosomale Untereinheit
besteht bei Bakterien aus einem Molekil 16S-rRNA und 21 ange-
lagerten Proteinen. Die 16S-rRNA hat eine Lange von 1540
Nukleotiden und faltet sich durch inner-molekulare Wechsel-
wirkungen zu einer komplizierten Sekundarstruktur auf. Veran-
derungen dieser Struktur (bedingt durch Mutationen in der
ribosomalen DNA, rDNA) konnen dazu filhren, dass das Antibio-
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tikum nicht mehr an die Ribosomen binden kann; dies fiihrt zur
Resistenz gegen das Antibiotikum (weitere Ursachen fiir die
Resistenz gegen Spectinomycin sind Mutationen im ribosomalen
Protein S5 und Efflux-Pumpen).

Fur den helicalen Abschnitt 34 der 16S-rRNA von Escherichia
coli beschreiben JoHANSON und HUGHES (1995) flinf kritische
Positionen, deren Mutation zu einer Spectinomycin-Resistenz
fuhren kann, je nach dem, zu welcher Base die urspriingliche
Base mutiert (Abb. 1). In Abbildung 1 sind alle Punktmutatio-
nen in der 16S-rRNA aufgefiihrt, die zu einer Spectinomycin-Re-
sistenz fihren; sie liegen in den Bereichen 1062-1067 und 1189-
1194,

Abb. 1. Schematische Darstellung der Sekundarstruktur der
16S-rRNA von E. coli im oberen Stamm von Helix 34.
Eingezeichnet sind die Mutationen, die eine Resistenz gegen
Spectinomycin verursachen. Diese Mutationen sind
G-an-1064-zu-A,u,c; C-an-1066-zu-U; A-an-1191-zu-G,c;
C-an-1192-zu-U,g,a; G-an-1193-zu-A. Transitionen sind dabei
durch GroBbuchstaben gekennzeichnet und Transversionen
durch Kleinbuchstaben. Die Bezeichnungen der entsprechenden
Mutations-Ereignisse M,, i = 1,2,-+, 5 sind eingezeichnet.
(Originaldaten aus JOHANSON & HUGHES, 1995)

LEe, PopoDI, TANG & FOSTER (2012) geben fir E. coli eine Muta-
tionsrate von py = 2.2 - 10" Mutationen pro Nukleotid pro
Generation an. Bei den Mutationen sind grundsatzlich zwei ver-
schiedene Klassen zu unterscheiden. Transitionen sind Punkt-
mutationen innerhalb der gleichen Klasse von Basen; eine
Purinbase (A oder G) wird durch eine andere Purinbase ersetzt
oder eine Pyrimidinbase (C oder T, in der RNA C oder U) wird
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durch eine andere Pyrimidinbase ersetzt. Die zweite Klasse von
Punktmutationen sind Transversionen, d. h. eine Purinbase
wird durch eine Pyrimidinbase ersetzt oder umgekehrt. Aus
biochemischen Griinden treten Transitionen haufiger auf als
Transversionen. LEE et al. (2012) haben fir E. coli die in Tabelle
1 angegebenen relativen Haufigkeiten flir die einzelnen Basen-
austausche ermittelt.

Basenaustausch Relative Haufigkeiten

Transitionen 0.56
AT — G:.C 0.21
G:.C > AT 0.35

Transversionen 0.44
AT - TA 0.07
AT — C:G 0.16
G:C—TA 0.13
GC—-CG 0.07

Tab. 1. Relative Haufigkeiten der Basenaustausche in E. coli
unterteilt in Transitionen und Transversionen. Verandert nach
LEE et al., 2012.

Auf Grund des hohen Bedarfs an Ribosomen verfligen Bakterien
tber mehrere Kopien der ribosomalen DNA, was eine verstarkte
Synthese von ribosomaler RNA ermaoglicht. Das Darmbakterium
Escherichia coli besitzt in seinem Genom sieben rDNA-Cluster
(Kiss, SAIN & VENETIANER, 1977) und damit sieben Kopien der
16S-rDNA, die jeweils unabhangig voneinander mutieren. Der
Anteil mutierter 16S-rDNA-Kopien korrespondiert mit dem
Anteil entsprechend mutierter 16S-rRNA-Kopien und somit mit
dem Anteil modifizierter Ribosomen in der Zelle. Je hoher der
Anteil veranderter Ribosomen in der Zelle ist, umso hoher ist
die Antibiotikumkonzentration, die die Zelle noch tolerieren
kann, d. h. bei der sie sich noch vermehren kann. In Folge des-
sen miissen in der Diagnostik unvollstandige und vollstandige
Resistenzen unterschieden werden.

3 Mathematische Aspekte der
Resistenzentwicklung

3.1 Benotigte biologische Fakten

Nachdem im vorherigen Abschnitt ausfuihrlicher auf die biologi-
schen Aspekte der Spectinomycin-Resistenz von E. coli einge-
gangen wurde, sollen hier noch einmal die fiir die mathemati-
sche Modellierung wichtigsten biologischen Fakten rekapituliert
werden.

1. Das Antibiotikum Spectinomycin hemmt die Protein-
biosynthese an den Ribosomen von E. coli.

2. Tritt mindestens eine der in Abbildung 1 dargestellten
Mutationen auf, entsteht eine Spectinomycin-Resistenz.

3. Die Mutationsrate von E. coli ist g = 2.2 - 10™ Mutationen
pro Nukleotid pro Generation (LEE et al., 2012).

4. Die einzelnen Basenaustausche haben die in Tabelle 1
aufgefiihrten relativen Haufigkeiten.
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5. E. coli hat sieben Kopien der 165-rDNA, die unabhangig
voneinander mutieren (Kiss et al., 1977).

6. Der Anteil mutierter rDNA-Kopien korrespondiert mit
dem Anteil modifizierter Ribosomen in der Zelle.

Fir den Abschnitt 3.2 sind zunachst nur die Punkte 1. bis 4.
relevant.

3.2 Basisfall von nur einer rDNA-Kopie

Mit Hilfe der Mutationsrate p konnen aus den relativen Haufig-
keiten (Tab. 1) leicht die durchschnittlichen Wahrscheinlichkei-
ten fir die entsprechenden Basenaustausche innerhalb einer
Generation berechnet werden. Die mittlere Wahrscheinlichkeit
fur den Austausch eines Adenins gegen ein Guanin beziehungs-
weise eines A-T-Basenpaares im DNA-Doppelstrang gegen ein
G-C-Basenpaar betragt zum Beispiel

PA—G)=021-p=021-22-10"°=4.62-10".

Im Nachfolgenden ist es fur das grundlegende Verstandnis
jedoch nicht wichtig, alles ganz genau zu modellieren. Es
konnte auch angenommen werden, dass alle Basenaustausche
gleichwahrscheinlich sind. Unter dieser Annahme tragt jeder
Basenaustausch die Wahrscheinlichkeit % Y, da jede Base zu
drei anderen Basen mutieren kann. Es ist einerseits moglich,
nur diesen vereinfachten Fall zu betrachten, andererseits kon-
nen auch die Auswirkungen einer solchen Annahme mit den
Schiiler/inne/n diskutiert werden, wenn die nachfolgenden
Berechnungen jeweils einmal wie aufgefiihrt und einmal unter
dieser Annahme ausgefiihrt werden.

Unter weiteren Annahmen konnen aus den mittleren Basen-
austausch-Wahrscheinlichkeiten nun die Wahrscheinlichkeiten

Resistentes
Bakterium
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fur die zur Resistenz fihrenden Mutationen in der 16S-rDNA
bestimmt werden. Es kann fiir die Berechnung vereinfachend
angenommen werden, dass die Nukleotide unabhangig vonei-
nander mutieren und dass die Wahrscheinlichkeit fur das Auf-
treten einer Mutation nur von dem Basenaustausch, nicht
aber von der Position auf dem Strang abhangt. Bezeichne M,
das Ereignis, dass an der i-ten kritischen Position einer
16S-rDNA innerhalb einer Generation eine Mutation auftritt,
die eine Spectinomycin-Resistenz bedingt (Abb. 1). DieM,, i =
1,2, ,5, sind stochastisch unabhangig. Da die moglichen
Basenaustausche an einer einzelnen Position stets disjunkte
Ereignisse darstellen, kann die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten der Ereignisse M, jeweils als Summe der Wahrschein-
lichkeiten fur die zur Resistenz fihrenden Basenaustausche
angegeben werden:

P(M,) = P(G-an-1064-zu - A,u,c)
=P(G—>T)+PG—-C)+PG— A
=013-p+0.07-p+0.35-p
=0.55-2.2-10"=1.21-10"

P(M,) = P(C-an-1066 - zu - U)
=P(C—T)
=035-p=77-10",

PM;) =P(A-an-1191-zu-G,c)
=PA->G)+PA->C)
=021-p+0.16-p=28.14-10",

PM,) =P(C-an-1192-zu-U,g,a)
=P(C—>T)+PIC—G)+PC— A
=035-p+0.07-p+013-p
=1.21-10",

Abb. 2. Schematische Darstellung der Selektion zugunsten resistenter Bakterien durch unsachgemaBe Anwendung von Antibiotika.
Das Antibiotikum Ubt einen Selektionsdruck auf die Bakterienpopulation aus. Mit steigender Antibiotikumkonzentration haben die
sensitiven Wildtyp-Bakterien (blau) einen Wachstumsnachteil gegenuber den resistenten Bakterien (rot) und werden von diesen
verdrangt. Bei zu niedriger Dosierung des Antibiotikums Uberleben auch Bakterien mit unvollstandig ausgepragter Resistenz.
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P(M;) =P(G-an-1193 -zu-A)
=P(G - A)
=035-p=7.7-10".

Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Ereignisse M, fur eine
einzelne 16S-rDNA-Kopie eintreten, sind also sehr gering, aber
verschieden von Null, was bedeutet, dass diese Ereignisse den-
noch sehr vereinzelt eintreten. Bei Abwesenheit von Antibio-
tika treten in einzelnen Bakterien durchaus Mutationen auf, die
zu einer Resistenz filhren; jedoch haben die Bakterien keinen
Vorteil davon und fihren ein Nischendasein. Erst durch den
Selektionsdruck des Antibiotikums kommt es zu einem Selekti-
onsvorteil zugunsten der resistenten Bakterien. In Abbildung 2
ist die Selektion resistenter Bakterien schematisch dargestellt.
Die steigende Antibiotikumkonzentration libt einen immer star-
keren Selektionsdruck auf die Bakterienpopulation aus. Die
Wildtyp-Bakterien haben zunehmend einen Wachstumsnachteil
gegeniiber den Bakterien mit modifizierten Ribosomen, da an
letzteren die Proteinbiosynthese nicht durch Spectinomycin
gehemmt wird. Sind resistente Bakterien vorhanden, werden
die Wildtyp-Bakterien bei steigender Antibiotikumkonzentra-
tion von diesen verdrangt. Da Bakterien sich bei ausreichend
Platz und gunstigen Bedingungen exponentiell vermehren,
genligt ein einzelnes resistentes Bakterium als Ausgangspunkt
fur die Entstehung einer resistenten Population. Wird also das
Antibiotikum in einer Konzentration verabreicht, die fir die
Wildtyp-Bakterien letal ist, aber von resistenten Bakterien
noch toleriert wird, so kann aus einem resistenten Bakterium
innerhalb kiirzester Zeit eine neue Population resistenter Bak-
terien heranwachsen. Dies gilt insbesondere dann, wenn das
Antibiotikum unsachgemaB verabreicht wird, also zu niedrig
dosiert oder die Medikation vorzeitig abgebrochen wird. In die-
sem Fall Uberleben auch diejenigen Bakterien, die keine volle
Resistenz ausgepragt haben, bei denen zum Beispiel nur einige
der sieben rDNA-Kopien mutiert sind.

Wenn nun die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden soll, mit
der nach der Gabe einer entsprechenden Dosis des Antibioti-
kums nicht alle Bakterien abgetotet werden, sondern eine
resistente Bakterienpopulation zuriickbleibt, geniigt es daher
zu betrachten, mit welcher Wahrscheinlichkeit mindestens ein
Bakterium aus der Ausgangspopulation eine Resistenz aufweist.

Dafiir muss erst einmal untersucht werden, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit p eine 165-rDNA innerhalb einer Generation der-
art mutiert, dass eine Resistenz des Bakteriums gegeniber
Spectinomycin entsteht. Da bereits eine entsprechende
Mutation an einer der fiinf kritischen Positionen (Abb. 1) zur
Resistenz fiihrt, aber auch jede mogliche Kombination dieser
Mutationen, ware die Berechnung uber die Einzelwahrschein-
lichkeiten all dieser Ereignisse recht aufwendig. Bei komplexen
Ereignissen ist oft die Wahrscheinlichkeit des Komplementarer-
eignisses leichter zu bestimmen als die des Ereignisses selbst.
Unter der Annahme, dass die Ereignisse M,, i = 1,2,... ,5 unab-
hangig voneinander eintreten und damit auch ihre Komplemen-
tarereignisse M;, i = 1,2,... ,5 lasst sich die Wahrscheinlichkeit
p fur mindestens eine relevante Mutation in der 16S-rDNA sehr
einfach uiber Gegenwahrscheinlichkeiten bestimmen
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p = P(mindestens eine relevante Mutation’)
=1 — P (keine relevante Mutation’)
=1~ P(M) - P(M,) - P(M,) - P(M,) - P(M;)
=1- (1 -1.21 - 10—10)2 . (1 -7.7- 10—11)2 . (1 —~8.14 - 10_11)
~1-0.9999999995
=5-10".

Wird nun zunachst angenommen, dass ein Bakterium lediglich
eine rDNA-Kopie besitzt, so ist p = 5 - 10" zugleich die Wahr-
scheinlichkeit dafir, dass ein direkter Nachkomme eines Wild-
typ-Bakteriums resistent gegen Spectinomycin ist. Fur ein ein-
zelnes Bakterium ist damit die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Resistenzentwicklung innerhalb einer Generation auBerst
gering. Ein Mensch hat jedoch ungefahr 10™ Bakterien im Kor-
per, wovon etwa 0.1% E. coli Bakterien sind, die sich im Darm
befinden.

Wird jetzt von einer E. coli Population ausgegangen, die n =
10" Wildtyp-Bakterien umfasst, so ergibt sich eine ganzlich
andere Wahrscheinlichkeit fir die Resistenzentwicklung. Die
PopulationsgroRe ist durch Zellteilung und Ausscheidung der
Bakterien natirlichen Schwankungen unterworfen. Fir die
Modellierung wird jedoch vorausgesetzt, dass diese Prozesse
sich die Waage halten und die PopulationsgroBe konstant
bleibt. Da die Replikation sowie Modifikationen der Basen
innerhalb der einzelnen Zellen ablaufen, ist die Annahme
gerechtfertigt, dass die Bakterien unabhangig voneinander
mutieren. Mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit lasst sich
dann die Wahrscheinlichkeit, mit der mindestens ein Bakterium
innerhalb einer Generation eine Resistenz entwickelt, angeben
als

P(‘mindestens ein Bakterium wird resistent’)
= 1 - P (’kein Bakterium wird resistent’)
=1-(1-p)

=1-(1-5-10")""

~ 1.

Somit ist es, wenn die gesamte Bakterienpopulation betrachtet
wird, fast sicher, dass eines der Bakterien eine Resistenz ent-
wickelt, obwohl die Wahrscheinlichkeit einer Resistenzent-
wicklung fur jedes einzelne Bakterium auferst gering ist.

Eine derartige Aussage ist nicht nur in diesem speziellen Fall
gultig. Wenn ein Ereignis bei den Individuen einer Gruppe unab-
hangig voneinander und mit gleicher Wahrscheinlichkeit p ein-
tritt, gilt im Allgemeinen: ist die Eintretenswahrscheinlichkeit
p fir ein einzelnes Individuum nur gréBer als Null, so tritt das
Ereignis in einer hinreichend groBen Gruppe fast sicher ein.
Denn in einer Gruppe aus fi Individuen tritt das Ereignis mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1 - (1 - p)” mindestens bei einem
Individuum ein, und als Grenzwert ergibt sich an1 (1-(1-p))
=1.

Es ist sinnvoll, an entsprechender Stelle stochastische Unab-
hangigkeit und Disjunktheit von Ereignissen sowie Komplemen-
tarereignisse und die Komplementaritat von Wahrscheinlich-
keitsmaBen zu behandeln und deren Bedeutung auch in Hinblick
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auf die angestellten Berechnungen zu diskutieren. Ebenso kann
angesprochen werden, dass stets eine Modellierung und damit
verbundene vereinfachende Annahmen notwendig sind, wenn
die Mathematik naturwissenschaftliche Sachverhalte betrach-
tet. Wenn entsprechend Zeit vorhanden ist, kann es zudem
interessant sein, die Schiiler/innen bei den Berechnungen der
Resistenzwahrscheinlichkeiten verschiedene Mutationsraten p
und PopulationsgroBfen n ausprobieren zu lassen und iiber die
Einflisse zu diskutieren.

3.3 Sieben rDNA-Kopien

Tatsachlich besitzen E. coli Bakterien jedoch sieben Kopien der
16S-rDNA, die unabhangig voneinander mutieren (Kiss et al.,
1977). Da die meisten Bakterien ohne den Einfluss von Antibio-
tika keine Resistenzen aufweisen, wird erneut von einer Aus-
gangspopulation bestehend aus n Wildtyp-Bakterien ausgegan-
gen. Anders als bei den bisherigen Uberlegungen kénnen die
Bakterien sieben verschiedene Anteile modifizierter Ribosomen
entwickeln, die mit verschiedenen maximal tolerierbaren
Spectinomycin-Konzentrationen einhergehen. Dennoch ist
zunachst wieder von Interesse, mit welcher Wahrscheinlichkeit
es Uberhaupt zu einer Resistenzentwicklung in der Wildtyp-
Population kommt. Da sowohl die sieben 165-rDNA-Kopien in
den einzelnen Bakterienzellen als auch die Genome der ver-
schiedenen Bakterien unabhangig voneinander mutieren, kann
fur diese Fragestellung die Population als eine Menge von 7 - n
unabhangigen 16S-rDNA-Kopien betrachtet werden. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein Bakterium aus der
Population innerhalb einer Generation eine Resistenz ent-
wickelt, was mindestens einer mutierten 16S5-rDNA entspricht,
kann analog zum Fall von nur einer rDNA-Kopie angegeben
werden als

P(‘mindestens ein Bakterium wird resistent’)
= 1 - P (’kein Bakterium wird resistent’)
=1-(1-p”

=1-(1-5-10")""

~ 1.

Es ist also davon auszugehen, dass sich zu jedem Zeitpunkt
mindestens ein Bakterium im Darm befindet, das eine Spec-
tinomycin-Resistenz aufweist.

Nun ware es ebenso interessant zu wissen, wie wahrscheinlich
es ist, dass eines der Bakterien mehr als nur eine mutierte
Kopie der 16S-rDNA besitzt und damit eine hohere Dosis des
Antibiotikums tolerieren kann. Es wird angenommen, dass es
nicht zu Rickmutationen kommt, da diese die Berechnungen
verkomplizieren wirden. Wenn davon auszugehen ist, dass
die Bakterien in der Population bereits jeweils Uber Kk,
ke {1,2,3,4,5,6}, mutierte Kopien der 16S-rDNA verflgen, so
ist die Wahrscheinlichkeit, dass in mindestens einem Bakterium
mindestens eine weitere Kopie mutiert entsprechend

P(‘mindestens ein Bakterium erwirbt weitere Resistenzen’)
= 1 - P (kein Bakterium erwirbt weitere Resistenzen’)
=1-(1-p)™"

— 1 _ (1 _ 5 . 10—10)(7—1()40”

~ 1.
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Wenn also davon auszugehen ist, dass aus Bakterien mit k
mutierten Kopien eine Population herangewachsen ist, ist es
fast sicher, dass einzelne Bakterien einen noch hoheren Anteil
modifizierter Ribosomen erreichen. Ist hingegen anzunehmen,
dass keine Selektion zugunsten resistenter Bakterien durch die
Gabe von Spectinomycin stattgefunden hat, also der GroBteil
der Bakterien keine entsprechenden Resistenzen aufweist, so
ist es eher unwahrscheinlich, dass die Bakterien hohere Anteile
modifizierter Ribosomen entwickeln.

Fur ein einzelnes E. coli Bakterium vom Wildtyp ist die Anzahl
der 165-rDNA-Kopien, die innerhalb einer Generation derart
mutieren, dass es zu einer Resistenz kommt, binomialverteilt
mit den Parametern n' = 7 und p = 5 - 10™. Die Wahrschein-
lichkeit dafur, dass innerhalb einer Generation k der sieben
Kopien entsprechend mutieren, lasst sich angeben als

P(‘genau k Kopien mutieren’) = (;) - p*- (1 - p)’™*
mitk < 7.

Ist die Ausgangspopulation nicht resistent, ergibt sich damit
eine Wahrscheinlichkeit von

P(‘mindestens ein Bakterium mit = 2 mutierten Kopien’)
= 1 - P (kein Bakterium mit = 2 mutierten Kopien’)

= 1- (P (héchstens eine Kopie mutiert’))’
=1-((1-p)+7-p-(1-p))

=1-((1-5-10"Y +7-5-10"- (1-5-10")°)"
~5.25-107

dafir, dass mindestens ein Bakterium in der nachsten Genera-
tion Uber einen Anteil von %oder mehr modifizierter Ribosomen
verfligt.

Wird nun zudem angenommen, dass ein gewisser Teil der Bak-
terienpopulation bereits eine mutierte Kopie besitzt, wofur die
vorherigen Betrachtungen sprechen, muss ebenso berlicksich-
tigt werden, dass diese weiter mutieren konnen. Bei m Bakte-
rien mit einer mutierten Kopie ist mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1 - (1 - p)*™in der nachfolgenden Generation mindestens
ein Bakterium mit mehr als einer mutierten Kopie der 16S-rDNA
vorhanden. Selbst fiir m = 1000 liegt diese Wahrscheinlichkeit
gerade einmal bei etwa 3 - 10°.

Insgesamt lasst sich also festhalten, dass ohne den Selektions-
druck durch das Antibiotikum die Wahrscheinlichkeit fir die
Entwicklung eines hoheren Anteils modifizierter Ribosomen in
der Bakterienpopulation sehr gering ist, vor allem im Vergleich
zu der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Resistenz, die
annahernd 1 ist. Denn die Wahrscheinlichkeit, dass zwei oder
mehr Kopien gleichzeitig in einer Zelle mutieren, ist sehr
gering, und nur wenige Bakterien besitzen bereits mutierte
Kopien.

Entsprechende Wahrscheinlichkeitsberechnungen konnen auch
fur die Ubrigen Resistenzanteile durchgefiihrt werden. Allge-
mein ist zu erwarten, dass in einzelnen E. coli Bakterien
im Vergleich zu dem Grofteil der Population eine weitere
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16S-rDNA-Kopie derart mutiert, dass diese Bakterien einen
hoheren Anteil modifizierter Ribosomen erreichen. Jedoch ist es
eher unwahrscheinlich, dass bei einem Bakterium mehr als eine
zusatzliche Kopie entsprechend mutiert. Wird Spectinomycin in
einer Dosis verabreicht, die fur Bakterien mit einer hoheren
Anzahl mutierter Kopien nicht letal ist, flhrt dies zum Abster-
ben der Wildtyp-Bakterien und zu einer Selektion zugunsten
dieser resistenten Bakterien (Abb. 2). Der Selektionsdruck, den
das Antibiotikum auf die Bakterien ausibt, fiihrt zu einer
Evolution innerhalb der Bakterienpopulation. Durch eine
schrittweise Erhohung der Spectinomycin-Konzentration konnen
so bewusst oder unbewusst Bakterien mit immer starkeren
Resistenzen ,geziichtet” werden. Dabei muss dieser Prozess
nicht zwingend in einem einzelnen Wirts-Organismus ablaufen.
Bereits resistente Bakterien konnen ebenso gut lbertragen
werden und dann weitere Resistenzen akkumulieren; d.h.
sowohl starkere Resistenzen als auch Resistenzen gegen andere
Antibiotika (Entstehung multiresistenter Keime).

Bereits mit den recht einfachen angestellten Berechnungen
lasst sich damit zeigen, dass ein ungezielter und wiederholter
Einsatz von Antibiotika auch aus Sicht der Stochastik als auBerst
bedenklich einzustufen ist.

4 Ausblick

Wie eingangs erwahnt, kann das Projekt modular gestaltet
werden. Das Kernmodul 3.2, gegebenenfalls mit den wichtigs-
ten biologischen Fakten 3.1, sollte jedoch immer im Rahmen
des Mathematikunterrichts behandelt werden. Besonders
interessant und vielfaltig ist eine facheriibergreifende Durch-
fuhrung des Projektes. In diesem Fall wird mit der biologi-
schen Seite begonnen. Je nach Vorkenntnissen der Schiler/
innen konnen dabei in zwei bis drei Unterrichtsstunden die in
Abschnitt 2 angesprochenen Aspekte der Spectinomycin-Resis-
tenz von E. coli thematisiert werden wie auch allgemein Anti-
biotika mit ihren Wirkungsweisen und Resistenzmechanismen.
Auch die Entstehung von Mutationen und, falls den Schiiler/
inne/n nicht hinreichend bekannt, die Zellteilung mit Schwer-
punkt auf Replikation und Translation konnen besprochen
werden.

Das Kernmodul 3.2 kann jedoch auch behandelt werden, ohne
den biologischen Hintergrund allzu genau zu kennen. In
Abschnitt 3.1 sind die fiir eine detaillierte Modellierung beno-
tigten biologischen Fakten jedoch noch einmal aufgefihrt. Die
elementarste vorstellbare Variante ist, in einer einzelnen
Mathematikstunde ausschlieBlich die grundlegende Erkenntnis
zu erarbeiten, dass die Wahrscheinlichkeit einer Resistenzent-
wicklung fiir ein einzelnes Bakterium zwar auBerst gering ist,
aber fir die gesamte Population fast 1, weil es geniigt, wenn
ein einziges der 10" E. coli Bakterien resistent wird und dies
fast immer der Fall ist. Dass, ausgelost durch den Selektions-
druck des Antibiotikums, Evolution stattfindet und bereits ein
resistentes Bakterium ausreicht, damit aus diesem eine neue
Population resistenter Bakterien heranwachst, kann an dieser
Stelle auch durch die Lehrkrafte der Mathematik betont wer-
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den. Die Wahrscheinlichkeit p, mit der eine 165-rDNA entspre-
chend mutiert, kann wie in Abschnitt 3.2 angegeben uber die
Mutationsrate und die relativen Basenaustauschwahrschein-
lichkeiten anhand des Schemas in Abbildung 1 bestimmt wer-
den. Vereinfachend darf jedoch auch angenommen werden,
dass jeder Basenaustausch die Wahrscheinlichkeit % u tragt.
Oder es kann alternativ einfach mit der hier angegebenen
Wahrscheinlichkeit p = 5 - 10™ fiir eine Resistenzentwicklung
in einem Bakterium innerhalb einer Generation gearbeitet wer-
den, ohne sich Uberhaupt mit den dafiir verantwortlichen
Mutationen auseinanderzusetzen. Fir eine detaillierte Model-
lierung, bei der auf weitere Einzelheiten und Aspekte der
Stochastik wie stochastische Unabhangigkeit oder disjunkte
und komplementare Ereignisse genauer eingegangen wird, soll-
ten zwei bis drei Unterrichtsstunden eingeplant werden. Eine
Analyse des Effekts verschiedener Mutationsraten und Popula-
tionsgroBen auf die Wahrscheinlichkeit einer Resistenzentwick-
lung innerhalb der Population kann in einer weiteren Mathe-
matikstunde durchgefiihrt werden.

Optional kann im Anschluss der komplexere Fall 3.3 mit sieben
unabhangigen rDNA-Kopien ebenfalls in etwa zwei Stunden des
Mathematikunterrichts behandelt werden. Hierdurch ist es
maglich, zu Uberpriifen, ob das Gelernte verstanden wurde und
Ubertragen werden kann. Zudem findet die Binomialverteilung
Anwendung.

Wenn das Projekt fachertbergreifend durchgefiihrt wird, bietet
es sich an, am Ende in einer weiteren Biologiestunde Antibioti-
karesistenzen mit ihren Konsequenzen zum Thema zu machen
ebenso wie den richtigen Umgang mit Antibiotika. Zudem kann
noch einmal angesprochen werden, dass es sich bei der Resis-
tenzentwicklung um einen evolutiondren Prozess handelt, der
erst durch das Zusammenwirken von Mutation und Selektion
entsteht. Erst Mutationen sorgen fir die notwendige Vielfalt an
Merkmalen, damit Selektion stattfinden kann. Ohne Selektion
wiederum wiirde sich kein Merkmal durchsetzen, da alle Indivi-
duen ihre Erbanlagen mit gleicher Wahrscheinlichkeit weiter-
geben wirden. Dieses Beispiel zeigt den Schiler/inne/n
weiterhin, dass Evolution ein allgegenwartiger Prozess von
hoher medizinischer Relevanz ist.

Anregungen zur praktischen Arbeit sind auf der Homepage
des LoLa (Lubecker offenes Labor) www.lola.uni-luebeck.de/
materialien/versuchsbeschreibungen.html zu finden. Neben
Hintergrundinformationen und Versuchsprotokollen sind dort
auch Versuchsergebnisse hinterlegt, die 2018 im Rahmen eines
Kooperationsprojektes zwischen LIMa (Libecker Initiative
Mathematik), LoLa und dem Gymnasium Johanneum zu Libeck
an der Universitat zu Lubeck gewonnen wurden.

Das Projekt ist jedoch nicht auf reine Mathematik und Biologie
beschrankt. Es ist auch moglich, die Resistenzentwicklung in
Bakterienkolonien mit Hilfe von Computersimulationen zu
erforschen. Dafir ist es sinnvoll anzunehmen, dass jedes Bak-
terium nur eine Kopie der 16S-rDNA besitzt und diese mit der
Wahrscheinlichkeit p = 5 - 10™ innerhalb einer Generation ent-
sprechend mutiert, dass eine Resistenz entsteht und dass jede
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Zelle sich innerhalb eines Zeitschrittes einmal teilt. Da davon
ausgegangen wird, dass die Bakterien unabhangig voneinander
mutieren, ist dann die Anzahl resistenter Bakterien, die inner-
halb einer Generation entstehen, binomialverteilt mit den
Parametern p = 5 - 10™ und neuer PopulationsgroBe 2 - n.
Binomialverteilte Zufallszahlen werden dann genutzt, um die
Anzahl resistent werdender Bakterien zu simulieren.
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